Fonction exponentielle.

Théoreme 0.1 [l existe une unique fonction f, dérivable sur R, telle que pour tout x € R on a :

f(z)=f(x) et  f(O)=1

De plus pour tout x € R f(z) > 0.

Definition 0.1 La fonction du théoréme 1.1 est appelée fonction exponentielle et est notée :

exp : & — exp(x).

1 Propriétés algébriques de la fonction exponentielle.

Proposition 1.1 Pour tout a € R et pour tout b€ R on a :

exp(a + b) = exp(a) x exp(d).

Démonstration :

Proposition 1.2 Pour tout a € R et pour tout b€ R on a :

exp(a) Ca) = 1
exp(b) exp(—a) exp(a)

exp(a —b) =

Démonstration :




Proposition 1.3 Pour tout a € R et pour tout n € Z on a :

n

exp(n X a) = {exp(a)}

Démonstration par récurrence :

1.1 Nouvelle notation de la fonction exponentielle.

Remarque(s) 1.1

O FExprimer en fonction du nombre e chacun des nombre suivants :

Savoir-faire 1.1
1,2
A =exp(—2) B = exp(0.8) exp(1) exp(1.2) = m
O Simplifier chacune des expressions suivantes :
1,5
p=2"_ E = (e%%)* x et F = (e x e7%)?
e
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2 Etude de la fonction exponentielle.

2.1 wvariations de z — €°.

Théoreme 2.1 1. La fonction exponentielle est strictement positive.
2. La fonction exponentielle est dérivable et continue sur R.

3. La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

DEMONSTRATION :
Pour tout € R on a exp (x) = exp(x) or nous savons que pour tout = € R exp(x) > 0. Donc la fonction
exponentielle est stritement croissante sur R.

2.2 Limites a ’infini.

Théoréme 2.2

lim e =+ lim e* = 0.
T—r+00 T—r—00

Démonstration : Démonstration & savoir refaire(ROC)




2.3 Courbe représentative de z — €*.
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e=exp(l) =e
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=

3 Croissance comparée de e* et x.

Théoréme 3.1 Nous avons les limites suivantes :

1. N
(241,
lim — = +o0.
r—+oco I
2.
lim 2 xe* =0.
r—r—00
3.
et -1
lim =1.
x—0 x

DEMONSTRATION :




4 Etude d’une fonction contenant e”.

Savoir-faire 4.1 Factorisation d’une expression comportant des exponentielles. factoriser au
possible chacune des expressions suivantes.
flx) = e* 4 e” g(z) = xze® + 3e” h(z) = 2e®® + xe®

Savoir-faire 4.2 Dériver une fonction faisant intervenir la fonction exponentielle.
Dériver chaque fonction sur R.

g(x) =142z + 3e® (1+2x)xe” l(z) =

5 Résolution des équations de la forme /(%) = ¢9(),

Théoréme 5.1 Soit A et B deux nombres réels.
L’équation e”* = P équivaut o A = B.

Exemple(s) 5.1 — Résoudre l'équation e?® = =37 +1,

— Résoudre l’équation e***1 =1 indication(e® = 1).




6 Résolution d’inéquations de la forme e/(*) < 9(%),

Théoréme 6.1 Soit A et B deux nombres réels.
Linéquation e < eP équivaut o A < B.

Exemple(s) 6.1 — Résoudre Uinéquation e* > e~ 2=+1,

— Résoudre linéquation e=**3 > 1 indication(e® = 1).

Exemple(s) 6.2 Soit f la fonction définie sur R — {1} par f(z) = = x €®.
1. Calculons f'(x) et factorisons de f'(x).

2. Ftude du signe de f'(z).

Signe de €

Signe de (z+1)

Signe de f'(x)

Variations de f

4. Voici Cs la courbe représentative de f, elle permet de confirmer nos calculs.
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7 Fonction = — (expou)(z) = "),

Definition 7.1 Soit u une fonction définie sur un intervalle I alors la fonction f = e est la fonction
définie sur I par :

flx) = e(®)

Théoréme 7.1 Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I de R, la fonction définie sur I par
f(z) = explu(z)] = e“®) est dérivable sur I et pour tout réel x € I on a :

fz) = (z) x @),

Exemple(s) 7.1 Dériver chaque fonction sur Uintervalle I donné.
f@)y=e%% [=R g(z)y=z+e3® I=R hz)=e* I=R

Savoir-faire 7.1 Une fonction importante pourzles probabilités !
Soit f la fonction définie sur R — {1} par f(x) =e " .

1. Calculons f'(x).

2. Ftude du signe de f'(z), variations de f.

T

Signe de e
Signe de —2x
Signe de f'(x)
Variations de f

3. Voici Cy la courbe représentative de f, elle permet de confirmer nos calculs.

M=




8 Fonctions z — ¢“®) particulieres.

8.1

1.

—kx

Fonctions f, :x — e avec k > 0.

Les fonctions f; sont dérivables sur R puisque elles sont les composées de la fonction x — exp(z) et des
fonctions affines x — kx qui sont dérivables sur R.
Calculons f, (z).

f,;(x) = ke " <0 vz € R.

Donc les fonctions fj. sont strictements décroissantes sur R.

On a pour tout k €]0; +oo[ d’apres le théoreme de composition des limites.

lim (—kz) = +o0 i
r—>—00 3 —RT _
hm em = +OO = zgrfnooe = too.
r——+00

On a aussi pour tout k €]0; +o00[ d’apreés le théoréme de composition des limites.

lim (—kz)=—o0 } _

T——+00
lim e* =0
Tr— — 00

lim e ** =0.
x——+00

3. Les courbes Cy, admettent 'axe des abscisses comme asymptote en +oo.

4. Représentation graphique de s J1, f3

8.2

Cfo.s Cfl

. _ 2
Courbes de Gauss, Fonctions g, : © — e~ avec a > 0.

. Les fonctions g, sont dérivables sur R puisque elles sont les composées de la fonction z — exp(x) et des

fonctions © — —aa? qui sont dérivables sur R.
Calculons g, ().
g;(x) = —2aze " v € R.
Puisque e=®*" > 0 pour tout z € R, le nombre dérivé g, () est du signe de —az. Donc g, est strictement
croissante sur | — oo; 0] et strictement décroissante sur [0; +o0].

On a pour tout a €]0; +oo[ d’apres le théoreme de composition des limites.

lim (—az?) = —oc0 )
r—r—00 : —Qr
. = lim e =0.
Im e* =0 T——00
Tr— —0Q

On a aussi pour tout « €]0; 400 d’apres le théoréme de composition des limites.

lim (—az?) = —o00
T—r—+00 =
lim e* =0
r—r—00

. _ 2
lim e ** =0.
r—+400



3. Les courbes C,4, admettent 'axe des abscisses comme asymptote en +00 et en —oo.

4. Représentation graphique de ¢ 5, g1, g3.

5. Pour tout a > 0 et pour tout z € R on a 0 < g,(r) < 1.
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